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本稿では，高次元回転行列の補間手法を提案し，その

応用として，多次元物体の姿勢補間と多次元正規分布の

補間の例を示す．

コンピュータグラフィクスの分野では，�次元空間中

の物体の姿勢補間に関する研究が数多く行われており，

回転の表現にはクォータニオン ��� ��がよく用いられる．

これに対して，�次元以上の空間における物体の運動解

析の研究例は少ない ���．これは，我々が存在する空間

が �次元であり，そのような解析に対する需要が少ない

ことが原因の一つと考えられるが，より高次元の空間を

考えることによって，例えば �次元の単振動が �次元の

回転運動として観測されるというような新たな発見が生

まれるかもしれない．一方，現実世界の信号パターンを

高次元の特徴空間を用いて表現するパターン認識 ���の

分野では，空間の次元が数百にも及ぶ場合があり，この

ような高次元空間においてパターンの軌跡を解析するこ

とは有用であると考える．

以下，�節で提案する �次元回転行列の補間手法を述

べ，�節でコンピュータグラフィクスの分野と関連する

多次元物体の姿勢補間の例を，�節でパターン認識の分

野と関連する多次元正規分布の補間の例をそれぞれ示す．

� �次元回転行列の補間
��� 回転行列の対角化

�次の実正方行列 ��が以下の条件を満たすとき，��

は回転行列となる．
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�� は�の転置行列を，��は �次の単位行列を表す．ま

た，��は �次のユニタリ行列 �� と複素数を要素に持

つ対角行列 ��を用いて以下のように対角化できる．
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ここで，�� は�の複素共役転置行列を表す．また，任

意の実数 �について，以下の式が成り立つ．
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� � � � �のときに ��
�は ��を内挿する回転を，それ

以外のときに外挿を表す．つまり，任意の ��が与えら

れたとき，�� を一度求めるだけで，��の内挿と外挿が

簡単に計算できる．

��� 対角化の幾何学的な意味

回転角度パラメータ ���� � � � ��を用いた �次元

の回転行列 �����は，以下のように対角化できる
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ここで，
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ただし，��� �  �� � " 	 ��� �（オイラーの等式，����� �

������ � �）である．さらに，実数 �に対して �����
�
�

������となるから，������ � ������が成り立つ．

��の固有方程式は，� � �
（偶数次元）のとき，絶

対値 �の
組の複素共役解を持ち，� � �
" �（奇数

次元）のとき，�と絶対値 �の 
組の複素共役解を持

つ �!�から，式 �の �� は 
次のパラメータベクトル

� � ��� � � � � �� � �� � � �� �� � � � �
�を用いて，以



下のように表現できる．
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また，式 �は以下のように表現できる．
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よって，式 �の��
� は ������の形，すなわち単なる �

の線形補間として一意に計算できる．

さらに，式 �を用いて以下のように変形する．
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ここで，� � �
" �のとき，
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また，� � �
のときの ��
����，�� � は，式 �と同様に

式 ��， ��の �行目と � 列目を削った形となる．� 次

の回転行列全体の集合は乗算に対して &'���（&
� ���

'�(����� )��
 ��� ��）と呼ばれる連続群を作るから，

����
�� は式 �を満たす回転行列 ��

�� に変換可能であ

り，�����は実数の回転行列のみを用いて以下のように

表現することができる．
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この表現を用いることにより，単純に複素行列から実行

列に変化したという意味において，回転行列を補間する

際のメモリ効率，計算効率の向上が期待できる．ただし，

補間結果は，式 �の単純な対角化を行ったときと等価で

ある．��
����は
個の独立な回転平面による回転を表

し，ある回転が他の回転平面による回転に影響を与える

ことはない．つまり式 ��は，ある固有の姿勢への回転

��
��，互いに独立な回転平面での回転 ��

����，もとの姿

勢に戻す回転 ��
��� の �つの回転によって �����を表

現している．

� 多次元物体の姿勢補間
��� �つの回転行列の間の補間

物体の姿勢は，ワールド座標系に対するオブジェクト

座標系の相対的な回転によって定義されるため，�次元

物体の任意の姿勢は，�次元の回転行列によって一意に

表現できる．物体の �つの姿勢を回転行列 ��，�� で

表すとき，その �つの姿勢から補間される��は以下の

式で表せる．
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ここで，���	��� � �	��
� である．式 ��は回転行列

の線形補間に相当している．

��� �次元立方体の姿勢補間と可視化

�次元立方体に対して �つの姿勢を設定し，�を変化

させたときの補間結果を可視化した．姿勢補間の様子を

図 �に示す．回転している様子をわかりやすくするため

に頂点の１つについて，その軌跡を黒丸で描画してある．

可視化を行う際には，�次元空間から �次元空間へ投

影を行う必要がある．ここでは，投影方法を透視投影 �$�

とし，具体的には以下のように投影した．�次元空間中

のベクトルの斉次座標表現を �� � ���� ��� � � � � ��� ��
�，

投影後の �次元ベクトルを 
��� � ����� �

�
�� ��

� とするとき，
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ここで は，右辺と左辺の同値関係を成立させるための

係数であり，���	 は �行 ��� ��列の投影行列を表す．

また，
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ただし，� は焦点距離である．

� 多次元正規分布の補間
��� 超楕円体の姿勢補間

多次元正規分布の等確率密度の点の集合は超楕円面を

形成することから，�つの異なる多次元正規分布の間の，

補間したい分布の平均ベクトルと共分散行列の固有値，

固有ベクトルを，楕円体の中心の移動，主軸の伸縮，姿
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図 �* �次元立方体の姿勢補間

勢の回転を用いて補間する．ここで，�つの楕円体の間

の楕円体の補間を考えたとき，楕円体の間の主軸の対応

付け方法がその組み合わせ数だけ存在することと，楕円

体の対称性により �つの主軸が形成する回転平面での回

転角が �"����は任意の整数�の形で無数に表現できる

ことから，一般的にそれらの間を補間する楕円体を一意

に定めることはできない．これに対して，ここでは以下

の �つの条件を設けることによって楕円体の補間方法を

一意に定める．

�条件 �� 主軸の伸縮による体積変化を最小とする

�条件 �� 回転による姿勢の変化を最小とする

具体的には，楕円体の主軸の伸縮，姿勢の回転に関して，

�条件 ��より，主軸に相当する固有ベクトルを固有値の

大きい順に対応付ける．また，�条件 ��より，対応付け

られた固有ベクトルのなす角度の絶対値が �以上である

場合には，一方の固有ベクトルの符号を反転させる．

	を�次元の平均ベクトル，�を���の共分散行列と

して，�つの多次元正規分布を +��	�����，+��	�����

で表すとき，任意の実数 �によってその間を内挿，ある

いは外挿する +��	�����を以下のように算出する．

	�は，単純な線形補間を用いて以下のように算出する．

	� � ��� ��	� " �	� ����

��，��の各固有ベクトルを列ベクトルとし，固有値の

大きい順に並べ，式 �を満たす回転行列となるように作

成した行列を，それぞれ
�，
�とする．また，そのとき

の固有値 ��� � ����� � �� �� � � � � ��を並べたベクトルをそ

れぞれ��，��とする．��の固有値����� � �� �� � � � � ��

を以下のように算出する．
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また，固有ベクトルの行列
�を以下のように算出する．
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ここで，������� � 
�
�
� である．そして，�� は以

下のように算出できる．
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ここで，	�は ����� � �� �� � � � � ��を対角要素とする対

角行列である．

��� 実画像を用いた検証実験

様々な光源環境の下で異なるカメラアングルから撮影

された顔画像群を使用して，多次元正規分布の補間に関

する実験を行った．光源環境の変化を観測時のノイズと

考え，カメラアングル毎に顔画像群を多次元正規分布と

して表現し，それらの間の分布を補間する際，提案手法

を利用する場合と利用しない場合での補間精度を比較す

ることにより，提案手法の妥当性と有効性を検証した．

実験では顔画像データベース ,-��� .� � ����/���

01�%�を使用し，�!種類の光源環境下，�つのカメラア

ングルから撮影された �人の人物画像の顔領域を切り出

し，それぞれ �$× ��ピクセルに伸縮して用いた．図 �

に実験に用いた �つのカメラアングルからの画像の例を

示す．

はじめに，画像の画素値を並べたベクトルを全画像に

ついて作成し，それらを主成分分析することにより，��

次元の低次元特徴空間を作成し，各画像をその特徴空間

内のベクトルとして表現した．次に，カメラアングル毎

に多次元正規分布を作成し，それらの間を補間して得ら

れる分布とそれらのちょうど中間のカメラアングルから

実際に得られた画像群の分布の間の距離を計算した．距

離尺度には，分布間距離として一般的に用いられるバタ

チャリア距離 ���を用いた．提案手法の比較手法として，

次式のように単純に共分散行列の各要素を線形補間する

手法を用いた．
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なお，補間処理の実装や実験で用いた行列・数値計算，

画像処理にはソフトウェアライブラリ 23&4����を使用



図 �* 実験に用いた画像の例
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図 �* 実験結果

した．図 �に，提案手法 �5)�
���� 	��(���，比較手法

�2��(����によって �を変化させながら補間した分布と

実際の分布との間の距離を示す．また，図 �に提案手法

によって補間された固有ベクトルの一部を画像化したも

のを示す．

図 �より，提案手法によって補間された分布は，ちょ

うど中間の � � ��!付近において実際の分布に最も接近

していることから，提案手法による分布間補間の妥当性

が示された．また，その距離が比較手法によって補間さ

れた分布のものよりも小さいことから，分布間を回転を

用いて補間することの有効性が示された．

� まとめ
本稿では，高次元回転行列の補間手法を提案し，その

応用として，多次元物体の姿勢補間と多次元正規分布の

補間の例を示した．

今回は回転行列の線形（� 次）補間のみを扱ったが，

今後は �次スプライン補間などのより高次の補間手法を

検討していきたい．また，�節で示した多次元正規分布

の補間に関して，固有ベクトルの対応付け方法の改善や

実際の画像認識問題への適用についても検討したい．
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図 �* 補間された固有ベクトル

めの音声・映像の知的統合」による．本研究では顔画像

データベース ,-��� .� � ����/��� 01�%�を用いた．
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